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一、（20 分）求下列各极限

(1) lim
n→+∞

3n

n!
.

(2) lim
n→+∞

[
1

(n+ 1)3
+

2

(n+ 2)3
+ · · ·+ n

(2n)3

]
.

(3) lim
n→+∞

sin
((√

x2 + x−
√
x2 − x

)
π
)

.

(4) lim
n→+∞

(
1

n2

n∑
k=1

k ln(n+ k)− n+ 1

2n
lnn

)
.

二、（20 分）计算下列各题并适当化简

(1) 设 y = x
√
1 + x2 + ln

(
x+

√
1 + x2

)
, 求 dy

dx .

(2) 计算下列函数的二阶导数

y =

x4 sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

(3) 设 y =

∫ tanx

cotx

√
1 + t2dt, 求 dy

dx .

(4) 设 F (x) = f(x) − f ′′(x) + f (4)(x) − · · · + (−1)nf (2n)(x), 其中 f(x) = xn(1 −
x)n, 求 d

dx (F ′(x) sinx− F (x) cosx).

三、（15 分）计算下列不定积分

(1)
∫ √

1 + x2 dx.

(2)
∫ arctan ex

ex + e−x
dx.

(3) 设 y = y(x) 是方程 y2(x− y) = x2 所确定的函数，计算
∫

1

y2
dx.

四、（10 分）试确定实数 a 与 b 的值使得函数

f (x) = lim
n→+∞

x2n−1 + ax2 + bx

x2n + 1

成为整个实数域上的连续函数。

五、（15 分）计算定积分

(1)
∫ 1

0

√
x

1 +
√
x

dx.



(2)
∫ π

2

−π
2

sin2 x

1 + ex
dx.

(3)
∫ π

0

f (x) dx, 其中 f(x) =

∫ x

0

sin t

π − t
dt.

六、（10 分）设 f(x) 是 [0,1] 上的黎曼可积函数，求极限：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(−1)k−1 f

(
k

n

)
.

七、（10 分）设 f(x) 是 [0,+∞) 上的连续函数，f(0) = 0, 当 x > 0 时，0 < f(x) < x.
令

a1 = f(1), a2 = f(a1), · · · , an = f(an−1), n = 2, 3, · · · .

证明：

lim
n→+∞

an = 0.


