
数学分析 (III) 2023-2024 秋季学期期中试题
考试时间：2023 年 11 月 8 日

1.（10 分）设 A,B ⊂ Rn 是两个非空集合，定义 d(A,B) = inf
x∈A,y∈B

|x− y| . 证明：如

果紧集 A,B 满足 d(A,B) = 0，则必有 A ∩ B ̸= ∅.

2.（10 分）判断极限 lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin(xyz)√
x2 + y2 + z2

是否存在？

3.（10 分）设 A ⊂ Rn 是非空集合，证明：函数 f(x) = inf
y∈A

|x− y| 在 Rn 上一致连续。

4.（10 分）判断函数 f(x, y) =
√
xy 在 D = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0, y ≥ 0} 上是否一致连

续？

5.（10 分）假设 D ⊂ Rn 为凸区域，函数 f(x) 在 D 内存在 n 个连续并且有界的偏

导数，证明 f(x) 在 D 内一致连续。

6.（10 分）研究函数 f(x, y) =
ax+ by + c√
x2 + y2 + 1

的极值，其中 a2 + b2 + c2 ̸= 0.

7.（10 分）求函数 f(x, y, z) =

(
x

y

)z

的偏导数。

8.（10 分）假设 F (x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0, 求 ∂2z

∂x∂y
.

9.（10 分）求函数 f(x1, · · · , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj 在球面
n∑

i=1

x2
i = 1 上的极值，其中

aij = aji.

10.（10 分）求球面 x2 + y2 + z2 = 1 上的点，这点到 n 个已知点 Mi = (xi, yi, zi),
1 ≤ i ≤ n, 距离的平方和最小。
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1.（10 分）设 A,B ⊂ Rn 是两个非空集合，定义 d(A,B) = inf
x∈A,y∈B

|x− y| . 证明：如

果紧集 A,B 满足 d(A,B) = 0，则必有 A ∩ B ̸= ∅.

证明.（第十三章习题 11(3)）由 d(A,B) = 0 知，存在序列 {xn} ⊂ A 以及 {yn} ⊂
B 使得

lim
n→∞

d(xn, yn) = 0.

再注意到 A 是紧集，我们可以知道序列 {xn} 存在收敛子列 {xnk
}，于是存在 x ∈

A 使得 lim
k→∞

d(xnk
, x) = 0, 因此知

d(ynk
, x) ≤ d(xnk

, ynk
) + d(xnk

, x) → 0, k → ∞,

即是 lim
k→∞

d(ynk
, x) = 0. 又 B 是紧集，故而是闭集，所以知 x ∈ B, 因此有 x ∈

A ∩ B, 即得 A ∩ B ̸= ∅.

2.（10 分）判断极限 lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin(xyz)√
x2 + y2 + z2

是否存在？

解.（第十三章习题 14(8)）存在。只需注意到∣∣∣∣∣ sin(xyz)√
x2 + y2 + z2

∣∣∣∣∣ ≤ |xyz|√
x2 + y2 + z2

≤
(
1

3

) 3
2

(x2 + y2 + z2).

3.（10 分）设 A ⊂ Rn 是非空集合，证明：函数 f(x) = inf
y∈A

|x− y| 在 Rn 上一致连续。

证明.（第十三章习题 27）对 ∀ x1, x2 ∈ Rn, y ∈ A 有

|x1 − y| ≤ |x2 − y|+ |x1 − x2|.

则有

f(x1) = inf
y∈A

|x1 − y| ≤ |x2 − y|+ |x1 − x2|.

从而有

|x2 − y| ≥ f(x1)− |x1 − x2|,

于是

f(x2) = inf
y∈A

|x2 − y| ≥ f(x1)− |x1 − x2|.
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同理，我们有

f(x1) ≥ f(x2)− |x1 − x2|,

故

|f(x1)− f(x2)| ≤ |x1 − x2|,

即 f(x) 是 Lipschitz 连续，从而易知其一致连续。

4.（10 分）判断函数 f(x, y) =
√
xy 在 D = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0, y ≥ 0} 上是否一致连

续？

解.（第十三章习题 28）不一致连续。取点列 (x′
k, y

′
k) = (1/k, k)和 (x′′

k, y
′′
k) = (0, k)

即可。

5.（10 分）假设 D ⊂ Rn 为凸区域，函数 f(x) 在 D 内存在 n 个连续并且有界的偏

导数，证明 f(x) 在 D 内一致连续。

证明.（第十四章习题 23(1)）对于 ∀ x, y ∈ D，由 D 是凸区域知存在一条包含

在 D 中的线段连接 x，y, 记其为 γ(t) := x+ t(y− x), t ∈ [0, 1]. 于是由 f(x) 在 D

内存在 n 个连续并且有界的偏导数知存在 M > 0，使得 |gradf | ≤ M . 因此由一
元函数的 Lagrange 微分中值定理知存在 t0 ∈ (0, 1) 使得

|f(x)− f(y)| =

∣∣∣∣∣ ddtf(γ(t))
∣∣∣∣
t=t0

∣∣∣∣∣ = |gradf(γ(t0)) · (y − x)| ≤ M |x− y|.

由此便知 f(x) 在 D 内一致连续。

6.（10 分）研究函数 f(x, y) =
ax+ by + c√
x2 + y2 + 1

的极值，其中 a2 + b2 + c2 ̸= 0.

证明.（转化为限制极值问题，利用拉格朗日乘数法。）因为
x2

x2 + y2 + 1
+

y2

x2 + y2 + 1
+

1

x2 + y2 + 1
= 1,

所以研究函数 f(x, y) =
ax+ by + c√
x2 + y2 + 1

的极值等价于研究 g(x, y, z) = ax+ by + cz

在上半球面 {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, z > 0} 的极值。

由拉格朗日乘数法，作函数 F (x, y, z, λ) = ax + by + cz − λ(x2 + y2 + z2 − 1). 解
方程组 

∂F

∂x
= a− 2λx = 0,

∂F

∂y
= b− 2λy = 0,

∂F

∂z
= c− 2λz = 0,

∂F

∂λ
= −(x2 + y2 + z2 − 1) = 0,



得 
x =

a

2λ
,

y =
b

2λ
,

z =
c

2λ
.

以及 2λ = ±
√
a2 + b2 + c2 ̸= 0.

由于 z > 0，于是知当 c = 0 时，原式无极值点。当 c > 0 时，有

x =
a√

a2 + b2 + c2
,

y =
b√

a2 + b2 + c2
,

z =
c√

a2 + b2 + c2
.

考虑此时的 Hessian 矩阵

HF =


−
√
a2 + b2 + c2

−
√
a2 + b2 + c2

−
√
a2 + b2 + c2

 ,

知其是负定的，故 g(x, y, z) 有唯一的极大值点

(x, y, z) =

(
a√

a2 + b2 + c2
,

b√
a2 + b2 + c2

,
c√

a2 + b2 + c2

)
,

即最大值点，从而 g(x, y, z) 的最大值为

g

(
a√

a2 + b2 + c2
,

b√
a2 + b2 + c2

,
c√

a2 + b2 + c2

)
=

√
a2 + b2 + c2.

此时无最小值。

类似地，当 c < 0 时得到最小值为

g

(
− a√

a2 + b2 + c2
,− b√

a2 + b2 + c2
,− c√

a2 + b2 + c2

)
= −

√
a2 + b2 + c2.

此时无最大值

7.（10 分）求函数 f(x, y, z) =

(
x

y

)z

的偏导数。

解.（第十四章习题 4(12)）直接计算得

∂u

∂x
=

z

x

(
x

y

)z

,
∂u

∂y
= −z

y

(
x

y

)z

,
∂u

∂x
=

(
x

y

)z

ln x

y
.



8.（10 分）假设 F (x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0, 求 ∂2z

∂x∂y
.

解.（没找到简单的方法算出来...）直接求导得

∂z

∂x
= −F ′

1 + 2xF ′
2

F ′
1 + 2zF ′

2

,

∂z

∂y
= −F ′

1 + 2yF ′
2

F ′
1 + 2zF ′

2

,

∂2z

∂x∂y
= −

F ′
11(1 +

∂z
∂x
)(1 + ∂z

∂y
) + F ′

12(1 +
∂z
∂x
)(2y + 2z ∂z

∂y
)

F ′
1 + 2zF ′

2

−
F ′
12(1 +

∂z
∂y
)(2x+ 2z ∂z

∂x
) + F ′

22(2x+ 2z ∂z
∂x
)(2y + 2z ∂z

∂y
) + 2F ′

2
∂z
∂x

∂z
∂y

F ′
1 + 2zF ′

2

= − 1

(F ′
1 + 2zF ′

2)
3

{
4(z − x)(z − y)

(
F ′
11F

′
2
2 − 2F ′

12F
′
1F

′
2 + F ′

22F
′
1
2)

+ 2F ′
2(F

′
1 + 2xF ′

2)(F
′
1 + 2yF ′

2)

}
.

9.（10 分）求函数 f(x1, · · · , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj 在球面
n∑

i=1

x2
i = 1 上的极值，其中

aij = aji.

解. 记 A = {aij}, 由 aij = aij 知 A 是对称矩阵，于是存在正交矩阵 U , 使得
UTAU = diag(λ1, · · · , λn)，其中 λ1, · · · , λn 为 A 的特征值。令 x = Uy（将 x 看

作列向量）, 定义函数 g(y) = f(Uy), 则知

g(y) = f(Uy) = (Uy)TAUy = yTdiag(λ1, · · · , λn)y = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n,

且
n∑

i=1

y2i = yTy = (Uy)TUy = xTx = 1.

故原问题等价于求解 g(y) 在球面
n∑

i=1

y2i = 1 上的极值。由此通过简单放缩并取点

验证易知最大值为 max{λ1, · · · , λn}，最小值为 min{λ1, · · · , λn}.

10.（10 分）求球面 x2 + y2 + z2 = 1 上的点，这点到 n 个已知点 Mi = (xi, yi, zi),
1 ≤ i ≤ n, 距离的平方和最小。

解. 利用拉格朗日乘数法，作函数

F (x, y, z, λ) =
n∑

i=1

[
(x− xi)

2 + (y − yi)
2 + (z − zi)

2
]
− λ(x2 + y2 + z2 − 1).



解方程组 

∂F

∂x
= 2

n∑
i=1

(x− xi)− 2λx = 0,

∂F

∂y
= 2

n∑
i=1

(y − yi)− 2λy = 0,

∂F

∂z
= 2

n∑
i=1

(z − zi)− 2λz = 0,

∂F

∂λ
= −(x2 + y2 + z2 − 1) = 0,

得 

x =

∑n
i=1 xi

n− λ
,

y =

∑n
i=1 yi

n− λ
,

z =

∑n
i=1 zi

n− λ
.

以及 n− λ = ±

√√√√( n∑
i=1

xi

)2

+

(
n∑

i=1

yi

)2

+

(
n∑

i=1

zi

)2

.

考虑 Hessian 矩阵

HF =


2n− 2λ

2n− 2λ

2n− 2λ

 ,

于是知矩阵当 n− λ =
√

(
∑n

i=1 xi)
2
+ (
∑n

i=1 yi)
2
+ (
∑n

i=1 zi)
2 时是正定的，故

(x, y, z) =
1√

(
∑n

i=1 xi)
2
+ (
∑n

i=1 yi)
2
+ (
∑n

i=1 zi)
2

(
n∑

i=1

xi,
n∑

i=1

yi,
n∑

i=1

zi

)

为极小值点，再由紧集上的连续函数一定能取到最值以及球面无边界点知极小值

点一定为最小值点，所以得上述点也为最小值点。


