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重积分定义
,

. ⼆重积分

11.
0 fux , y , da = 1io 彦 fixi , yi ) σ i

豳 da = dxdy = dxndy .

@ 之重积分

fhfx, y , t 1dadyda=☆ .
彦 "fxi ,Yi , ti )OVi .

dv = dodydo = dondyndo .

重积分的计算

@ ⼆重积分
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重点是化为累次积分
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@ 三重积分
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⼀般步骤。

1 . 画出积分区城示意图
。

2
. 选择合适的积分顺序 ,

3
. 写出相应的总次积分

4 计算系次积分

例 I
.

求 I = o( xery,dxdy , 其中 D 是 Y = x
^

sy=☆

所围成的区域 ,

解 、 上画出区成示意园

""…
2

.

3
. 选择积分顺序写出等次积分

I = {
。

'

( lxz
"

( xey , dy ) dx

4
. 计算景次积分

I = J
。

'

xryey' y lx
:

"dx =
1

。

"xi + x . 2 x 4dx =
3

,



例 2
.

求 I = {%(
u
- y) e …

- y - z ) du, 其中⼝总年⾯ xY8: 1

和三个坐标年⾯相交在第⼀卦限形成的四⾯体 ,

解
。

! 画出区城示意国

剩
以选择积分顺序等出等次积分 ,
I = /b. y ,z , (

J 。
↑
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n - y, e -
" " - y- a " dx ) dydo

φ
. 计算景次积分

I = (fbuy
.
a ,
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dydz
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重积分换⽆

0 2 重积分

{
x = x ( ,

} )
:
D ,D

Y = Y 1 s
, y

)

IJo fay ,
dxdy

= / /0, fixb ,n
",Y " ,n ) ) (

D

号
, y ,
ldsdy

.

dx = 影 ds +
登

d 划

dy = 登 d 9 箭划
⇒doy = 登箭⼀哥影了1 drdy

= ⼝ldedg .

0 互重积分

x = X ( u ,
v
,
ω )

{ g : gim ,
rol : rn

-

, e

E = E ( u
,

v
,
w )

IfJn fi . y , i , dv = ff%, fixu , v
,
u) , Yiu , v ,w ) , Eiu

, w, w )1 JI dudhdo

1 1了:四品⼆登光步烈共器装器光
,



. 常⻅换元⽅式

极坐标换充
{
x = γ3 θ

,

γ≥ 0
,

O ≤ O ≤ 2不 .

y = rsin θ

IIo fixy , dxdy = fb
,
finomo, rsinu 1 rdrde

.

柱坐标换公

{
= r“

: rsono ,

V≥ 0 ,

0 ≤ O ≤ 2 R

E σ明
E = 8

flJn fuy , ai dv = ffh , firasu , rsino ,

t ) rdr dodi
,

球坐标换⽆

x= 9 sin φω3 o 920{ s : esingsino
θ≤OE 2R

8 = 9 a3 φ φ≤0 ≤ 元
.

IIIn fxy,ti dr= fffo. fiesineae , fsin φsit , 9us φ 1 dedody



例 3
.

求 ffl0 y
< dodydz , 其中 D是球体 xeZ ^≤ 2 E ,

Ʃ

{
x = 9 sin φ n θ 9≤0 ≤ I

y= 9 siu φsine ≤ 22

E = It s φ φE0 ≤ h

I = f/%
,
94 sin3

φ

sin
'

o dedydo = 5 %
.

练习题

I
.
求 I = SJoayi dody . 其中 D 是

y

== x
, xrY= f 和

xey = 12 所围成的区域
。

2
. 求 I = (fuyit , du

, 其中以代表区城 0 ≤ t ≤ x则 ≤ !

不滩」 求 I = lniaeyezrdv ,其中⼏是 xey^≤2 E 和 x 叫̂ e 8^≤ 3

相交部分 (提乐
: 拆分被积函数并利⽤对称性 )

,

重积分在⼏何中的应⽤
@ ⾯积和体积的计算

例在年⾯品计算曲线 +yjz = xry 所围的⾯积4



↑

球 γ== ω320 ≥ 0

∞。 ⇒ θGI0
, π] U τ 不 , ]ui 说,

则

s = Sf
0
1 dody = 4 fb

.
I dody

= 4 ffpi rdrdo = 4 f
.

4
(%miirdh ) de

: 2
J

。
as 2ode = 1

.

. 曲⾯表⾯积的计算 。
( 可与第⼀型曲⾯积分联系 )

I
.

8 = foxy )

s = fo
π tiify dody .

x= x ( u , v )

2
. 了 Y = Y 1 u

,
⼼ )

8 = Z ( M
,
v )

s = {√ 器Pt1 p开箭↑ dudw

焦器装 ☆别、
器

,=☆ 则

, 箭器别
,



重积分右物理中的应⽤
。 物体的质量

M = f10 fixy , dody
核⼼觉微允法

物体的质⼼

xo = Sbxfiay
'm
,

dody .

Yo = mio ypay , dodg ,

第⼀卦限的⽴体 □ 由四个⾯ σ= 0
, Y = 1 ,

x= g 和 G: xy

围成
,
密度函数为 9x , y , t 1 = Ie 2

Z

, 求该⽴体的质⼼

建⾸先计算⽴体质量:

Min 1 = fffo he 2 z )dodyda fbny, .
'

"ierdodxdy

⼆ fbwyogexryy dxdy = J。

'
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Y
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"

y
”

e 5 y ⼆ ”
,



xo = nin ffr xrect ) dodydo = min ,ffpwy ,
%
Yai . za dodody

⼆ mnSfbuay
,
xryexsg'sdxdy=
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%

%Yxyixig'y dody
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0 e
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,

Yo = minff % Y 2 . 2 z 1 dodydo = mi fbcwy,
9,
0 ] yunz ) do dxdy

⼆ min fovay
, lxy'exry

3
, dxdy = minJ ↑ foY vxg' exy3 dedy

= min
J

.
"

Y 0
e
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”

.

to ⼆ mi IJh tlle 2 z 1dxdydo = mi
bny
,
J

.
Mtr. 2 z 1 dodxdy

⼆ mi Sfouwy ,
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,
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,

π
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,
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转动惯量

Jx = f% yezs fix , y , a , dxdyda

Jxy = Sffn zfia , y , a 1 dxdydz .

其余类似
( 关于谁转动就把它去样 !

曲线积分

定义和讨算

第⼀型曲线积分(数值出数 )

Λ

,

≈
si

Jo fyids= lio
彦
fixi , yi" os .

其中 λ= m=
nOsi ,

ds = wedy

第⼆型曲线积分 、⽽量值函数 )



Je Flxy ) 'ds =
6
pdxe Qdy = 。

彦 Fiwy ) , (o * , oyi
)

其中 A = mlcnosi ,ds= ( dx,dy )

例 」
.

考虑摆线 L
:
x = t - sint

, Y= 1
-
ωst

;

tGi0
,计算以观

I = Jcxds
.

我 ,

I = Sixds =
J

.

i - sintoastisinvede

= %
t

-sintƩntde

= 2 J
.

π

t- sint )sinit de= 8 a
.

作计算第⼆型曲线积分 JABryidxexdy .
其中 AB

为单位图周 x
^

ey= 1 的上半部分 ,

⽅向从 All , v ) 到3110?

⾮令
{
x= u3 t

ε Gi0,
2 ]

。

y = sint

I = fAB -ydot xdy = f.
F

-sint usint 1 - ast
.antdtl

= f0
F
= dt = π

.



@ 两类曲线积分的关系

注意到单位切向量
t = si ( oxi , oyi

)

于说

J. Fcxy1,
ds ' =li 。

彦

Fxi, Yi ) + Oxi, oYi ) = 品彦 Fi,gil - itosi

: Ju F - tds

例 3 计算第⼆型曲⾯积分 Spxdxtydyetdz , 其中 P

为球⾯ x̂ eyeZ= 1 与年⾯ xeyet = 0 的交线 ,

从正轴看去

取道时针⽅向 ,

建
、

法可取部的参数⽅程

x = iƩ aste
1

后 sint

{ Y = - 位 aate 后 sint

正 = ⼀后 sint

计算得 I = 0
. (细节⽐较繁琐

, 可尝试 ,



法⼆
. 注意到 F ( x, Y , z ) = ( x, Y ,

E ) 为球⾯ x*y+ t ^= 1 在

每个点 cxy , 正 1 的单位外活向于是

I = Jp xdxe ydye tdo = Ip n
'

. tds = 0
.

练习题

1
. 计算曲线积分 ] = 或yids , 其中 L : ( xy }

r

= x ≥ y
=

,

(提示 : 可⽤极坐标 Fds =ardo )
,

2
. 计算第⼆型曲线积分 I = c 箱 xdy- ydo , 其中

L 为 xey == 1 .

(往 : 此题不适⽤ Green 公式 ,
故按定义求之 1

,


