
⾼数 B

9. 9

Green 公式

c.pdxr Qdy = 0装步do你
例⼠

. 计算两个积分

I
,
=liaydxtyxdy ,

i = 1
,

z
.

其中 <
, 是单位图上由 ( 1 ,01 和 0 , l 1 所右劣弧确定的⽅形

的边界红美国的边界均考虑逆时针⽅向 ,

解
.

⼯
,
= 0

.

oreen 公代

Iz = Jin ydx - xdy = -Jb
.

2 dxdyπ

积分与路径⽆关

例⼆计算⼉ ixdxeydy , 其中 L 说以 ( 1
, 0 ) 为起点 16

, 8 ) 为终点“

的直线 ,

成 , 注意到最 (利; ⼒ = 录 ( ): 以叫
“ ⼀

,



∴∵
( 6
, 8 )

于是⼯与路径⽆关 : ↳
I = Jc

,

tu
.

= fi
"

idxef
.aydy

= In 6 + i /n 6 ey
=il

。

8

= 1n 10
.

结⼆
: 被积函数原函数为 Ʃ nxey),以

, 即

du = reyixdxeydy
,

于是

I = fo rayidotydy= Ʃ Incxry's l
. zo ,

6 . 8 '

= Inev
.

推⼴

例了
.

求证 : ⑥uasin, x
1 + vas( i ', n )=ds淡可 dody

其中的是边界上的单位外结的量

证明 .

由 Creen 公式得

/ 90 毙靠 1dody= - Ndx +udy
=
c hv , a) . E 'ds,



其中式是 L 的单位切的量 , 注意到的 ? 2 = 0
.

于是

τ= 1 a 3 in, x 1 e,
以

( ( n '
,

y ) e π ,) = ( ,
a

3in"
,
x)sin

'

, y )
,

因此 ,

Λ y

?
,

∴
*

后毙骂 1 ,dody= % rv , u ) , 1 - us (n ' ,y1 , mcn
",n , ) ds

x

= fc uus in', x ) evUBin, y 1 ds
.

0 散度
F

' = ( u , v )
,

divk
"

= 7 . F = 毙步

综合应⽤
,

例 4 计算 I = ⽔ ryxdy- ydo, 其中 L 是周周 ( x -1) + Y :2送时针

⾮ -
P

纪 Cε= hMy 1 : axey
2

≤ε }
.

于美由 Greea 公式

0 = oidca
) -
pdxeQdy =c -oca

,

>0

于是

fu pdxe Qdy = ocapdxeody



即

I = 我 ayixdy
- ydx

= ifxaocixag - ydx

= i Joa 2 dxdy =E

=π
,

例 5 . 计算 I=%
xdy -ydx , 其中 (为有图π : 1 送时针

成记 σ= { 以 y ) : xey == 1 } . 则类似例 4级

c pdoeQdy = faoe pdxr ody

于应

I = face πgxdyydx =ace xdy - gdx

= 2 ledxdy = 2 π
,

曲⾯积分

@ Gauss 公式
,

/se pdydzeQdzdxe Rdxdy=f 9名荊酱 dxdydi
,

其中 divp = ⾮ = 装 + 装瓷称为散度
,



. Ifs F ' nds = 9h divi' dodydo .

: Stokes 公式
:

updxeddye kdo = f,| dyde
dadududy
和最录
p 0 ⼝ 1

延坐统⼀形式 ( 统称 okes 公式 )
.

fom w = Jind
ω

例 6
.

完义 Laplace 算⼦

of = 装靠 ~装 ( = divof ) ,

求证 :

* ls ads = ffn oudv
.

a llo luow -wouldv =su ☆ -

v☆ ds ( 第 = Green 公或
,

例 ? . 设 s是曲⾯ { xY , Z 1 GR 3 |x ±
z

2 =
1
, x =

0

, 820
, 0 ≤ y ≤ 1

}

求

第⼀型曲⾯积分 lsxds .

Λ

建 ,

t = vπxr .…⼆
= lsxds = fxtr

- xitgdiody



= J
。

^

f
。

"

x 」πai dody

= 1
。

"

⿏ dx = -」 π
1

。

= 1
.

例上计算 I = fddydte ydodot zdody , 其中 S 总抛物

⾯ E = xrey 被平⾯ E = 4截出的有限部分 , 积分⽅向为⾮例
A - …

,

…
—

⾮
.

记 5 = {( p ,y , z ) :t =
4

,xty= 43 . 取上侧 。U
Δ

则由 Gauss公式知 i
θ

i
lsus xdydoe y dodol 6 dody= f yiy'≤ z = 9 3 dxdydo

= 3 1
.

9

faiay 'Idodydo : 31 . 9 . zdo = 3 nz.
9

= 24 下
.

往意到

f9s xdydo e ydodx e zdody = fxuy
'
:

4 4
dody = G . 4w= , 6k

,

故 I = 2φπ - 162 = 8 π
.



常微分⽅程
. ⼀阶线性微分⽅程

Y ' + P ( x )Y = Q (x )

通解yx ) = iS QxeSpdy dx e c I efpdo .

@ ⼆阶常系数线性⻬次⽅程
Y
"

e py
'

egy = 0

特征⽅程 : Repλ eg = 0

@ λ
,
,
λ . GR

,

Y ( x) = C
, e
λ,
xeCzex

,

. λ .
= λ 2

yux ) = ceax) en ,
x

. λ
,
λ= G¢ ,

λ
,
λ 2 = α tip .

Y 1x 1 = OXx ( C ,
3Bxt C2 Siiβx )

,

⾮⻬次 .

( 待定系数法 )
,

fixr=Aexx ② α不是根 ②α单根 ③α重根

eaxx axexx axrexx



. fox ) = Pnix
)

.Qnx ) xQnx) x
=

Qn ( x )
,

0 fix ) = Asinpxe Bspx . auspx ebsiipx . xlaospxebsinβx )
.

例 I
.

设 y = Yx ) 在 [ 0, e∞ ) 上满是 Y ' taxy ≤ 0
, 证明 :

yix ) ≤Yo )
e -. lasds

,

tx 20
.

证洲 .

令 F ( x ) = yuxlel.Pasids ,则知

Fix 1 = y 'iaxiyl ed.
Pasids

≤ 0

故 Fx ) ≤ Fo ) = Yo )
,

例 」

, 求常微分⽅程特解 y
'
= xge 3 x - zy ^

6
,

建
, y ' =xtaY + b (x + 21 = (x2 ) . Ye 3 ) ,

. 最简单特解 Y = 3
,

。 更⼀般品特解 ,

以 : x+ 2



lnigesl = 3 x '+ zxec

yt3 |= c θ
ix'e 2x

,

例 3
.

设 fx ) 是⾮上的有界函数
,
求⽅程 yey = fx ) 在⽬上

所有的有跻解

解 , 由通解公式约

Yx ) = If frx ) exdxe CI e
- x

= e
-x J
.

*

fit , etde
,

由于 f (x ) 在⾮上有界故习 M > 0 ,
s
. t . ( fix) |≤ M

,VxGR

故

J
:
fioetde1 ≤

m
Jieodo ≤ m

0
∞ .

e )

于是知只需找到 c 使得 Yx 在靠近 ∞有界注意到

Jifioierdel← 1 gux|okCx
-
→ 0

,

x0 - ∞ .

所以知 fofitetdt存在于总⾏,

⼼ xGk



yx)= e -xfo
"
fio ,etdt= e -

x f .
i

'

fioetde

e
-xfisfioietde

⽽
le -xfi foetdol ≤ e

-oexm = m
.

所以知⽅程的所有有界解为 y = exfiftetde ,

例 4
.

求 = 阶常微分⽅程 Y
"

+ 4y ^=sin3 x的通解

解Piφ= 0 的两个根为 ± 2 i . 于是 Y "
e
ay ' = 0 通解

Y ( x ) = C ,
a32 xt C2 srnx ,

设 yx1 =asin3 x 为⼀个特解则

( asin 3 x )
"
e 4 ( asinx) = Sin 3 x

- gataa = I

a = - 5
,

故通解为

Y ( x ) = C
,
s 2 xe C2 Sin 2x - 5 sin 3 x

.


