
⾼数 B

5. 14

⼀般项级数

“ 绝对收敛和条件收的 ,
如果前 1 a川收邻 , 则称为绝对收敛如果到 1 anl 不收微 ,

但是到 m 收毁
, 则称为条件收的 ,

. 重排
:
如果级数绝对收毁

, 那么重排以后依然绝对收败

. leibniz 判别结如果交错级数前过nan 满兰的 an = o 以

没 an单⾏调下降 ,
则前 "an 收领

往
、 单调性很重要例如点⼩ “⿏ m 不收版

. Dirichlet 判别法⼝没a以单调下降县超于 0
. 前 bn 的部分

和店刘有界 , 则级数副
↑

anbn 收毁

. Abel 判别法设 { an了单调有界 , 前 bn收激则级数,

前 anb 收敛 。

例上
. 讨论都前sinnx , 彦

i 以ni , p > 0 的敛散性



建
.

由于

1
前sinnxl , 1hi

ωsnxl ≤ 的
,

所以 P > 2 时级数箭成 nnu , 彦丽⽐绝对收毁
,

现考察 p ≤ k0 时注意到

率
sinkxsin ☆ = 出副以 ( k -i) x - BR出 x ][

= Ʃ [ ω3 ☆ - ω3 intI) xI
.

于量

副sinku
= 以 _ cnti" 1 ↑ 假 x2mm1

同理

率以 kx = 1 nsiniintHo-sini ( ≤划 ,

( xt 2mz )
,

⼜ p > 0 时的单调递减趋进g 0 , 所以由 Dirichlet 判别
法知 P > 0

. xf 2m不时 , 都所化
,

前的以
n

化收毁
。 ⼜注意到

当 0 cp ≤ 2 时有

1 psinnx | ≥ 前
sininx = 的

-m *
i以n ⽐

,



故部的in 1 发散即部的 nn北条件收激前的以
no 类似

可得也条件收敛 ,

当 x= 2m下时
, 奇成innO = 0 绝对收放 , 前的nx : 前成

( ocp ≤ I ) 发散

例没到 an 收毁点 bn -bml 绝对收敛证明前 anbn 收放

证明 .

( 利⽤阿⻉尔变换」
,

记 An = " an
,

a 0 = 0
.

于是

副anbr ⼆点 Ar - An(b 如

⼆点 Ab如⼀点 Ambk

⼆ A 如。Anbkel
,

= 副 Anibu -bkd -Anbuy

因为前 an收微于是器 An 存在
,

且 1 An |≤ M ,
tn σ1

,

⼜点 ( bn - buy ) 绝对收敛
,

故

bnd = 副 buel - br tb ,

收领

于是便知 anbn 收敛



例 3
. 判断级数前问收放性 , 其中 τ I 为取整出数 ,

建显然前成以不绝对收的记

an = 前⼗删 e … t丽⼗

= 的 l Ie 筑… e淡 )

⼆的意 “年
l

= 的 ( 上 π+ O (灯品
“

)

= 的 ( 2ntL )( - π
In+1
+⑨ ( π ) )

= π - 元 + Oc的 )

⼜

an - anel = 的 e Ol 的 ) → 0
,

充分⼤ n
,

所以由 Ceibni2判别法知部们收毁
练习

。

证明前成
“

条件收设 。

(提示
: 和 Ψ述例⼦类似 )

,

例 4
.

已知级数前 m发散证明忘⽚an 也发散

洲 _反证若前 le ) an 收毁记 bn= 城 aa
. 则



an = 前 bn
.

注急到何了单调递培且有上界上故由 Abel 判别法知

前
an 收领 ,

⽭盾

例 5
.

设 α an } 是单调有界证明级数前 ( 以 - π )收领补值外

证明 .

由于 {a以单调我是有界故知 wan 存在注意到

I - aijan =aojani
-
an
Eaiml

- an

故卖is - awg " ) ≤ π
副

( amy - am )

=

π慑加些收做 ,

练习设了美单调上升的正值店外

⼩求证彦器iaui
- an

收毁州
2求证: 哥 amn

- an

收饭的主要系件是 ha以有紧,

提示
.

⼩
a
前 ui -an ≤manyy

-amd - an
=

an

-

ay
.

不充分性已证必要性只需注意到的 ami
-an ≥Jaim

"

idx
,



例 6
. 设前收领求证 : 当 x

> %时前成收敛 ,

证明 , 注意到

成
an

⼆前ian .

成a
-

9

业单调递减有条故由 Abel 判别法便知结论

练习制断点 Iei… e ) π sin 敛散性
,

提示
。

⽅法⼀
. 注意到 Lelei lh = lnn t γ + OlL 1

,

no的

← Euler 常数

⽅法⼆
.

ie …证明( 的单调递减趋于 0
.

幂级数
· 收领半径

、 收毁区间与收领域 ,

育
。

∞

an ( λ x% )
”

对于每⼀个幂级数都存在⼀个⾮负数 R ( 包括 +∞ ) 满⽓

② 1 ⽐ -|< R , 幂做数绝对收领
② 1 x - % | , R , 幂级数发散
③ 1 及x。 |=

R , 可能收敛也可能发散

上述 R 称为收敛半径
.

(xo -
R
,x0 eR )称为收饭区间



. 及的求法
。

R = 品1 或 R = 癌孤
,

. 性质

设 fx ) = 者anxn .
4

KR .,

gx )= " bn xn , xlaR .
,

则在 1 xk < min { R , Rz 3 有

fix 1 ± goxn =
录

antbul n
.

fngm = ankboxnl

在 1 xk 只有

fix 1 = nanxm
:

f ( m

" ( x ) =
看

m nin - 1 ) … n - mel ) an xn
-m

,

S
.

*fo , dt = a! tndt ⼆流在nxnl ,

注 : 它们的收敛半径都为 R ,

若育 ank
,

" 收敛
, 则

留Rivfx ⼆育 anRi
.



例上计算数项级数点州⼩ 2ntl)(

建令
f . x 1 = ine1 xn = ne "xn - ixn

,

N |< I
.

注急到

肓
。

( nel ) xn = ( ⾳
。

x

"
+" ) '

= (
x)
'

= Ʃ x
,

所以知
9

fox ) = Ʃ - Ʃ -x

故

育
Ʃ

州nznt
州=
fi - i ) = - ⽚ = 式

.

例
, 求幂级数 λ+Ʃ 成 " - 代*

3
- 5

τ

乖 xtx
3x 5

☆ - … 的

收激事经和收领城 ,

⾮将⼊看作取定的⼀个数 . 原幂级数便是数项收数
注意到此级数通项为

x + u ""刷洲* - 彦 umx) =



于美

的凶| ↑= 器则制 Y = x ^

故当 1 x |← r时级数绝对收领, o 时做数发散

便知 R = 1
.

⼜当⼼F 1 时
,

级数

副以珊 ” 到之部洲收假

所以收领城为 τl
, 1 ]

,

例 3
.

求 fx 1 = sinx 的 Tg的级数在0
,

⾮注意到
sin

>
x = µ nbsinx - sinsx )

于说

f . o ) = sinso = 9 到 " "
xont

- π 都丽 3xm
洲

⼆都 ni
"

>nl ( 什少in
" xm

.

练习
.

求 fx 1 = a33 x 在x = 0 处的Tayr 做数

提示
.

的
3
x = µ ( assx + 3 ω3x )

.



例 4
.

求函数 fx 1 = ih ⽐的⻨克劳林级数 ,

排 、 ⽅法⼀ ,

fx ) = Ʃ Inrex1 - Ʃ
/ n 2 - xy(

= ⽣副 n
“x

<
n -

Ʃ 彦的 “ “☆
“

= 江瑜兴⼩nulx ^ n
.

⼆管inj, xane
2 .

x

|< s ,

⽅法⼆
、 注意到

出 m
πxtx = 式/( | mux - ihnr - x , )

'

= Ʃ ( 城⼗城 )

=

Ʃx
=

⼆⾔xzn ,x|kl .

于美

I InExle ∞ =
1

.

↑ tudt= in 洲xrnd ,

o |< l .

代⼊ x 得

I 的或⽐ = 谕xaner, rx|< l .



例 5
.

求 S ( x ) = 前 n
1

x⼭的显代表达成
,

解注意到

彦品nmpi
^

1
x2
n ⼆彦an -

2

- lom
1

x
2 n

⼆副筑⼩
“

⼀ " )Lxam

= 2 副剂 “
x2

n

- 2 前
"

"xzn , N |≤ 1

⼜

部到 …xanl ) : ⼩ m
"xanr= 彦 - xY^ 1 =ii .

1 xkI

( 副州
x

)1 ⼆副 limixint = λ 都 -☆M1
= ix, ⽐

k1 ,

知

S(x ) = 2 x %ritdt - 2
%
riedt

= 2 x arctanx - iniex)
,

x 1 < 1 .

注意到 x 加 ±
1 时前州

…

收毁故由 Abel 定理知 sm

在 τ- 1 , 与连续 、

故

S(x ) = 2 xarctanx - hnirex ' )

,ol ≤ 1
.



例 6
. 设幂级数 mx ^ 的收 ☆ 半视益正突数 ,

求证 : 需
级数育

。

”

mxn 的收敛平经为 t ∞
,

证明 . 取 a 为⼩于 mxn 收的半往的正实数于是知

anan绝对收敛 。⼜对于VxG 收
, 有

nianan =anan ,nii - )
”

注意到 ω 可 * 1
"
= 0

.

于是对于是够⼤的 n 介

1 anxnd|≤ anan'1

故品的mxxtxo明 , 都绝对收领 , 故收领半径为 ∞
,

练习如果幂级数忘 anx
” 的收领半经为 R

, 证明晕级
数 Ʃ
nanrm(

“ 1 在 ( -
R
, R ) 内闭致收放

提烈
.

τ- M
,
MICC- R

, R
取 amc ⼝

,
知

nanxn- t =anan .nta1 1

≤ ana
"

. n . aM ) "111

再利⽤ wna “ = 0 便得⼀致收领性


