
5
.

28
,

函数项级数和它的收领城

级数彦 unx 称为函数次级数
. 如果彦 uno) 收设

, 则
称 x 。 为前 unx) 的收敛点所有收改点构成的集合称为它
的收领城

,

常⽤的⽅法 ,

② ⽤⽐值成根值判别法求

li 品 1myuml
1
|= βx 或篮 tπunip = 9 ( x

,

然后解 tx ) < 1
. 再解 frx ) = 1 ,

② 作变量替换转传为幂级数 .

③ ⽤其它数值级数判别法 ,

函数项级数的⼀致收激性与判别法
,

. 定义

设函数列和以在区间⼯上每⼀点都收做到 x 若

VE > 0
,

习 NoN
,

Vn > N
,

1 fnx)- fixi| c ε
,

Vx σ I
,

则称序列 f 和x了在区间⼯上⼀致收放到 fx .



设 S ( x ) = 部 unx )

. 若该级数的部分和序列Snx) 在⼯

上⼀致收领到 δx
, 则称到ux) 在⼯上⼀致收改

. 判别法

魏尔斯特拉斯 ( M判别法 ) . 若函数项级数哥 un( x) 在区间

⼯业满点 :

① 1 da ( x ) |≤ an
,

② 哥 am 收毁

则前 unn ⼀放收领

柯⻄准则 。 函数次级数点 uvx ) 在区间⼯上致收毁的

⽓要条件是 VE > 0
,

雪 NEN
. En > N

, UPGN , 有

1 Unep ( x ) -Unx ) |<
ε

, ExGI

独⾥克雷判别法没出数次做数点
↑

anxlbux ) 满兰 :

在⼯上
⼩房刘 αanx 1 了单调递减县 ham了⼀致收改到⼼^

在 I上
出函数项级数都 bnx ) 的部分和 Sux1 ⼆房 rx ⼀放有⻬x

则箭 acxibnx) ⼀致收毁
,

阿⻉尔判别法设函数项级数剂 anx> bnx ) 满兰
;

上 1 Janx 了单调具 hanx 以⼀致有界在⼯上



⼭函数项级数前 bnx ⼀致收的在⼯上

则前 anxxbux 在⼯只⼀致收敛

函数项放数和函数的性质

⼭设函数项级数品umx) 中的每⼀项 uux在 τ G,
b
]连续

,

具

育 unx ) 在 iG , b ] - 致收激则 S ( x ) = 前 dnvx ) 在τGb 的连续即

x 。
品

uuw ⼆部燚 um )
,

设函数项级数副 uux中每⼀次 unx ) 在 τ a,
b
]可积, 县

点 umm ⼀致收放则 sx =彦 unx 在ia,b) 在 τ a, b的可积即
Ja 点unx,dx = 肓 Ja

"

unxdx
,

出设函数项做数满兰在 τa
,
bl 上总点收敛

,

每⼀次 uncx )

在 ia
,
b ]有连续的导数 , 级数部 hix 1 在a 的⼀致收毁则

S) ⼆ unx ) 在 τ a ,
b
] 可等

, 具有

( 箭unx1 ) '
=

unix
,

焦⼩的系件可减新为 ± 加 ωτ a, b
] , 前unh ) 收做

,

dnx)

可导
, 具前
Punix ⼀致收游



例⼯利⽤ M 判别法证明下刘级数在指定区间上⼀放收段
* 肓

"

xre
- nx

,

xG ( 0 , t ∞ )

a 1 In lIt plun )
,

xo [ 0 , I ]

建正法⼯
xieinx)' =

2 xe
- nx

- nxve- nt = 2 - nx) xeno
.

则
0 < xrenx ≤ ☆ Pe - n -

π

=
4 e
"

,

xoco , r
∞)

,

由副的
4

化 “ 收毁 , 知部x'enx 在 0 +∞ ) 上⼀放收改
,

法 2
. 因为 f ( z 1 = Z '

e - = 在 (
0
, t ∞) 连续

, 具的rfz ) = 0
,

故

知 f 、 t ) 在 20
,
t∞ 有界于最 ≥ M > 0

,

s . t
,

0 ≤ fra ) = E
'

e
- 0

≤ M
.

则
0 < xre

- nx
= nix ' e- no . n ≤ M

,

ExG 0 ,
+∞ )

,

故由副的收毁知副 xrenx ⼀致收激

还结 1
.

由

oc InIet ct



得

o ≤ In Iemlin 1 ≤ pnn
≤
pinn, θ

xGro, 上 ]
.

故由品 m 收毁知品 inile 可 m 1 ⼀致收敛
,

法 2 类似办法 2 考虑 fit = Ʃ Inn⼼,

让明f · z ) ≤ M ,
oczen

,

细节留给读者

例
。 记明刻哥n
"
√呵

。

. t 0 a
"ro-

级收领州法部
“ - 级收领 ( 3X

复
, 收假使是⼀没收,

O<√靠 r ≤r ≤ 2
,

×oi0 , +∞对⼀致有⻬
⼜

tlx
| = r *
1

,

⽬此
,

对于给定 xoio,t ∞ )。 」 贰叶的单解 ,所以由防你判别法知都箭☆v
前⼀放收微

结⼆部⼭ ” ⼀致有界

o < √l
≤ V 管 l→ 0 , n

-

o∞ , Extine∞ )
,



⼜

√n
1 =

⿏ enini

对 n ⽺调递减所以 ,由独⾥克雷判别法知副n”

对 xai0 , t∞ ) ⼀致收毁

例 3
.

设 fx ) = 都 t
,

xo 0 ,+∞)
.

求证
:

l 1 f ( x ) 在 τ 0
, t ∞) 连续

21 fx ) 在 ( 0 , t ∞) 可逐次求导 , 是fix 连续

证明 .

↓ Umx ) =neny 在 [0
, t∞ )连续

.

⼜

O < uncx ) = Tene
- no

≤ Ienm
,

θxt τ r , + n)
,

故知班 "
∞在

i 0, +∞ ) ⼀致收敛 , 所以待 fx 1 在 ω , +∞) 占

连续

出已很前aneno 对x σ i 0,
+∞ ) 收敛显然 Unx 1 =Ien⽐具

有连续的导数
。

α 对于 σ S > 0
,
当 x στ S

,
t ∞ ) 有

lun' ix |= 1an
: ne-nt | ≤tn e - ns ≤ e

- s)
"

,



由副 e- " “ 收敛知彦 unix) = 副unneno
在

[ S , - ∞) ⼀致收设

于益 fx ) 在 τ S
,
e∞ 有连续的导数

,

且

fix ) = 部 unix ) =
前

an=
neno

,

由 δ> 0 的任意性
,
知 fx 在 ( ω,+∞ 上具有连续的导数

例 4
.

求证 : 函数次放数 δx = 前恐在收不⼀致收败,
”

证明说 ,

I - ( n- ) x

wn1 ) ' =rexndux
"- nxllex,

n - 1

Iex)( mey
= ⼀

于量

rum . x " = s 袋的 = 瓤 “ 前癌 ”

因为最前既 ∞

,故知屁在坚不致收的

结⼆注念到

s (x )= {
红

.

x40

0
,

x= 0
.

故 Sx ) 在x = 0 处不连结但x 连续 ,故副北 …

*
不可

能⼀放收毁



练习设 fx 是 0 □ 上的连续出数 , 具ft 1 = 0 , 请⽤⼀致收的

的定义证明 fvx ) = x ^ fx ⼀致收毁
,

提示
.

θ x σ [0
,
]

,
品和 x 1 = 0

.

由 fo) σ Ci 0, 1 ] ,

知 ≥ m > 0
,
st .

( fx) |≤ M .
⼜

f 11 = 0 名 VE > 0 , 2 800 ,
S

. t .
V

AO ( I - S ,
I
⽬

, fo, | eck,

由于器 ( I - δ ,
n
= 0

, 故对于 θε0
,
雪 NON,

θ n > N
, 有

1 - s )1
"1 kim

,

于美

1 fw刚m = mlxnfx)l ≤ 0… .sznfxlt 感irsijx
" fixl

≤ I - 8)" M + ers
1 I '
fixl

CIE + E =ε
.

⼴义积分

0 ⽆穷积分
,

Ji
"

foxndx . 成J
÷

"fxndx
,

. 假积分

Ja"fundx ,frxkby , b ) 上公养



, ⼏个特殊的积分
,

{
"

前 dx
{ ” 收 ☆

r 发散
。

%

此收的的发教!

{
。

"

e
- x
'

dx = Ʃ
元

. ( 试证此成
)

⽐较判别法类似了做数 )
,

fx1 ,
g ( x) ≥ 0 , 筋∞ x =

l c ( o
.
+ )

则 S
.

“

fdxS { .
"
gx ,dx 同致散 。 、

( 瑕积分类似) ,

绝对收领与条件收的
,

独⾥克雷判别法 阿⻉尔判别法 ,

例⼯
. 如果⽆穷积分的fxdx 收微是 fx ) 在 i 1

,

t ∞) 单调证

明 : ∞ fx ) = 0
.

证明 于是由在 wdx不奶没 fa ) 在 τ 江e的单调递减且 fmz 0

收放知 θε> 0
,

± x > 0
,

0 ,x ,有x

Jx
,

" foa )dx <εfin )≤0



即器 frx ) = 0
.

注若 fx 不是单调的则上述结论不对例如

fun = {
nix- nem , xoin 的

,

ni
,

⼀mx -n ⼀ 。
xocn

,的,

,
other

.

例 2
.

讨论⽆穷积分 。
“

我

modx 的放散性( p 0 )

⾮注急到

πisinxll ≤
和

⼜ “ 和 do 在 po 1 时收毁故 q
“

pop时
d

⽐绝对收段

当 O < p ≤ L 时 , 对任意 A , I 有

1
.

"sinxdx |= 1 asa - asz 1 ≤ 2
,

即 |
i

"

sinxdo/ 「 有界⼜别在 τ l
,
e ∞ ) 上单调递减趋进 90

,

故由独⾥克雷判别法知名的和sinxdx 收毁下证党 0 cp ≤ l

时
,
δ
“

和

mxldx 发散

注念到对于 tx , 有 1 sinxl ≥sinx
,

可美



如
Sinx1 l

: 万isinx= 上⼀明议
,

由于 J
.

和

o< p ≤ 1
时

,dx 发散 ,
↓

“xdx 收设 ( 类似前⾯ )

故知 fxpr-mxdx 发散则后的我 sinxldx 发散
综上

,

当 0 cp ≤ 1 时 , 在
“

和modx 条件收饭
例 2

.

对切 xt10 ,t ∞)
, 定义变上限积分 Fx1 = % ↑Esinide

.

↓ 证明 θ x σ ( 0 , t∞
)

, Fix ) 均收邻

正补主定义 F . 01 = 0
,
讨论 Fx ) 在 x= 0 是否可导

证明、
取 ati = t , bit ' = πsni

, 则
fx "rsintde 1 = lus π-s ) ε 2

⼼注意 , 到
1
.

↑

isina dt = t a3 t 1
.

0

- f
%

*

asi dt
= Xu3 π - f% ast de

= xu 35 - 1 -
t

'sinE
)

1

%
0+ %isinidil

⼆ xBi t x = sin☆ - 2
%Ptsint dt

,

故知 Fx 在xx 0 处不可导



例 3
.

设 fx ) 在 i
0
, e∞ ) 连续 , 县ft ∞ ) = 品 f∞ , 存在且有限 ,

a , b > 0 . 证明 :

J
。

"

fax
- fibx

"dx = fur -fiun ma
,

证明

)
。

"a⼼- 哔

dx= 癌 。 %
↑

fa
- fib"

dx

“ 嚣 a "
d↑

-1 ↑ 杨
]

点i

% " 和u .1 成doin
”

= 熊
。

iSan " &π du
-
lan ” dx ]

: lion :fi 9 .
)
fai " idx -fis ,Jap

"

i do !
r-> 0

= fos - fi )ima
,



练习 . 设f ∞在 in ∞连续
,

且 !
“

xdx 收饭
.

a ,
b > 0

,

u

明 :

1
。

"

⇌axn- <dx =f , hna
.

提迁类似可例 ,

例 4
. 计算 fo

"

nrexr
,

dx

,

p > 0
,

解注意到

1
%

"

"wxndx EE
i

"πnta -ide

= l
.

t

"πszetp
, "

de

于益便知

f
。

“

以nexu
_
dx =

%

⼼

x”_

dxf 萌⼝exr
,

_dxti
”

= f
“

焱

x"_
”dxef ⿏⼝uxr,

_

d⽐

:

∞

= fi
"

uxdx = arctanx Ii " =
,



练习计算 f 。
”

ehxdx .

提示
. fo uxdx☆ E: "uamizidt= q " itihut de

,

例 5
.

设 x > 2 出数 fx 右wt )可导是满兰 ofx 1 = 0 和

∞ x
×

fx= - 1 . 求证 : % “fxidx 收敛
。

证明 。 因为品 x
* fm 1 = - 1 和的 fn = 0

,所以可不好
假设 fx , 单调递减县 fx ) ≥ 0

. ⼜

∞ ⼭ = ∞ 酱* = ∞ ( αtl ) x ^fix)

= α- 1

是 Jin dx的收毁所以由⽐较判别法知收段
练习

.

设 fx 在 τ rt ∞ ) ⼀致连续且 i
“

fxdx收毁记明
nfx ) = 0

.

⼭设 fx 1连续可微积分 : “fadx和 i 的fixdx 都收的
证明 : ∞ fx ) = 0

.

提示利⽤ Cu的准则反证再← ⼼说证明器 f 批 ,存在再证其为 0
.


