
⾼数 B

6
. 1

.

Fourier 级数

。 f 是以 π 为周期的可积函数到
fox ) ~ 0 e

1

anosnx + bnsinnx
,

其中 ,

an = ⽆ J
.

; fix ) u3 nx dx
,

n = 0
,
1
,

2
,

…

bu = Ʃ Jhfux ) sinnxdx,
n

= l ,
2

,
…
,

。 正弦放数余张级数

fx ) 在以对为奇函数 , 则

fx ) ~
品

businno
.

fx)在下以 , 对为偶出数州
∞

fux ) ~ ao t 看
: s
anasnx

,

. 任意周期的 Fomier 放数
,

fix 以 2l 为周期
, 则

fix) ~ n
0

e : 2an3 inFx t bnsin inFx ,



其中
an = i f

.

i fxsosimxdo,
n

= 0 ,
1
,

…
…

bn = E ft fix ' sin inax dx
,

n = 1
,
2
,

…

,

. 收激性
,

定理
,

fN 1 是 π 周期的出数如果f , 满兰下述条件之⼀ :

1 . 狄⾥克雷条件 :fx 在以对分段连该且分段单调
2

. fix ) 分段可导

则 fu 的 iurier级数逐点收做到 Sn1 =
fen+ f…

. Fourier系数的性质
,

Parseval 公式 : fx ) 是 π 周期函数 , 具在以对有界可积则
Ʃ
ho "e pan 'ibn = 元f fxidx

.

例 1 fux ) 是以 π为周期的三次可导出数没 fx的 Fourier 级
数为

ne tanasnxtbnsinnx )
,

证明 Fourier 级数⼀致收领



很明 .

由 Fmia 系数定义效

an = 5 Jπ fox , aBnxdx
.

由于 f 可导故由分部积分得

an = Ʃ J
.

f foxn abnx dx

⼆元 fixsinnxl .
*

- 在 J ,
↑
fiansinnx dx

= pp fixn asnxfh - f " ix, aBnxdx

= -

p元
J . π fio asnxdx

,

注意到 f
"

在以
,
不可导 , 故 f " 在以, ] 上有界 , 即 (fi, |≤ M

,

lanl ≤ f " is asnxl dx ≤ M
,

同理可约
b1|≤πzm ,

1

于美

lana3mx t bn sinnxl ≤ lanle ibnl ≤ 4
M

,

从⽽⼀致收饭 ,



例 .
设 fx 、 是周期为 2 的周期出数 ,

且在 π ] 上有

fro = { ∞
,

o

≤ x " ,

Icx
≤ 2,

求 Fourir 级数
, 并利⽤此结果证明

点珊上⼆起
,

症的⼆元
,

我 ,

a
0 = J% ' fadx =

%

xdo = i
,

an = fo
'

fix ,usnaodx =
f

% 'xa do

⼆克 x sinnax (f - i f
%

sinnax dx

⼆亚snix| .
"

=

丽 i " -I ] . ,
[

,
h

= 1 , 2 ,

…

bn = J
.

'

foxs sininax1 dx = %
'

x sinmx) dx

= - 的 xasnnx
l

.

↑ + 元
%

asnax dx

= …
,

n

= 1 ,
2

,
…

于是便知

fix ) = G - 湝
T

的
InaN+

A "i sinnx) ] ,

λ G 0, 2]
,
xF !

.

⽽ x=⼯时
, 该级数收设到作 ,



右上式中令 x= 0 有

在⼀起肓inpi←= 0
,

即
品到 — ⼆ π

,

记 S = 湝的
, 别

S = 湲的⼆品上⼗磁丽

⼆最上 e 的副
”

的

= π e 出 s
,

⾏

S = 品的⼆元
,

练习利⽤ x “ ⼆就 t (43 nN-π hsinnx) 在 0 ,2 )成⽴计算化
数项级数品的

,

提示利⽤ Parseval 公式以及的⼆ π 起
,

元 。
^

x
4 dx = 以O

+
16 倍所 + 16 ⼈

^ 崔 、 1 ) .



期末复习
例 1

. 设 f : 收 →⑪ 是周期为 2π 的出数
, fx ) 在 2

, π ] 上等于 e
⽐

,

求 fix 的Fouria 级数 ,以及此级数在 x = 2 处的值

进由定义知
an = Ʃ f. π 0 tasnxdo = 元erasnxle + 元 nkexsinnxdo

⼆ "
(

ea
.

e

^
)

t π nelsinntl .k - 元 n
= f* exusnodx

,

= V" er - e - a1 -

n
=

an
,

则 an = am(
e *e *.

同理约 bn =
_
-
“ ncea - ey

⼈ lIen23

美

f . x 1 = 谎
*
_ e
^

eee“壶可"Bnxea 州sinnx /(
,

xc 以
,
以

,

当 x= 2 时 , 该级数收领到 Ʃeree只 ,

作求⽆穷积分 f 。
的

exdx和瑕积分 β 。
“

减

dx 的值

解 .

!
。

“vseodx= 「 ( ⑤ )=③↑ ) = 位在 ) ≈ 说

l
。

↑√靠 dx = B 1 之
,

1
= 管位 π ⼆

—

—说⼆之么⾮北点
,
28



例了 . 求幂级数育 。ne (ne<) x” 的收敛区间 , 以及和出数
,

⾮ .

R = 简巡酬
ms,

= 1
.

⼜ x=± l 明显然不收没 ,

故收领区间为 1 -
1
, 1

)

注意到
育

。

∞

xne
=

=

Ʃx
2

故育ne"neyx " = ( 倍
。

xne" )
"

= ( ππ )
"

=

D5 ,

例 4
. 证明 pe-nx 在 w , e∞ ) 不放收设

,

促对于任意给定

r > 0
, 前 Peno 在 τ

r
, +∞ ) 上⼀致收毁

证明 .

由于
sup Inenxl ≥ nFe

-n - 5
= n

'

e
-
" o

,

n >∞
,

XG ( 0 ,t ∞ )

故知部 Penx 在 τ 0
,

t∞ ) 不⼀致收改
,

注急到
'
e

-
nx| ≤ n

'

e
- nr

,

txG τ r
,

t ∞ )



易知彦 ieur 收毁故都 Pe -nx 在 τ r
, t ∞ , 上⼀致收改

,

例
.

求函数项级数5

筑zn
⼀⼩

”

的收领城
,
绝对收放点 x 的全作 。条件收领点 x 的全作

⾮空 x 01 时
, 注意到

1 "|≤ 成

故绝对收敛
。

⼜ o wezn = 2
,

x < 1
.
故知绝对

收放点 x 的全体为 ( 1
,
+∞ )

。

当 x ≤ 1 时注意到
2 unel ) e ( nel )

∞
- 2n + nx )

= 2 + ( nel )
x
- nx → 2

,

n >∞
,

所以对于充分⼤的 n 有

mn⼀丽 xrn > 0

故由 Divichlet 判别法知收领所以多件收假点为 ( ∞,

1 ]
,



例 6
.

定义出数 θ : [0 , +∞ ) → [0
, +∞) 为

O ( x 1 = f
%

"ettes) dt
.

证明⽆穷积分
%
"

as ④ lx) dx

收毁

证明 。

由于 α=√—(x+l , ( x+21 ( x+),
> 0

,

tx στ 0
,
T ∞ ) ,

故由

反出数定理知存在 x = x 01满⾜ x : i 0+∞ ) → 01 +D) 单解
⼟

递增且装 =

oawonixo—
—

70
」

于⽆究积分

1
。

"

usox , dx = { . "
u

30xioa, do

%:
t

∞ -

antxioeTxious
)

de
.

于是由 Dirichlet 判别法知⽆常积分收毁
,

例 7 .

设 nGM
.

⼩任给常数 a>0 , 证明⽆穷积分



%
"

x"cntdx

在 τ a
,
en ) 上⼀致收毁t⽐

证明注意到
Zexri ≤ asti

⽽ 」
。

“

呀µ∞ 收钟于是便知上述⽆端积分⼀致收毁 ,

正对于每个 tG (o , + ) ,
求出

b
"
tex

'st
" dx

,

⾮ ,

令 Fit , = f
%

"

aYdx
.

由 * 知 Fit , 在 10
, t ∞ , 上内

闭⼀致收毁 , 故求等可以职分交换顺店于兰便知

Fit 1 = fo
"

-texsner dx
,

=
- E J

0

"

ynrtex
'
-

x ^

dx

⼆ - E Ft 1 t E J
。

"

smdxn
= - E Fit ) eE-osn |

。

∞+≡tF ( t )



= i - n )( E
-

Fit )

于说

毙 = n

⾏ F ( t ) = C ti - n
.

当 t= 1 时
,

F . t 1 = %
"

必

do⼆可citxroamyseiydy

= {
0

*

osnrydy

⼆瓶zn
)只下

,

( Wallis 公式 )
.

则知
品以
2n) (

Y = c

故约

%
"

ioadt=滋
2n *

π ti - n
.


