
2022 BICMR 微分几何暑期学校
复几何初步试题

试题说明：共 6题，每题 20分，选做部分 10分。请任意选择其中 5 道作答，
如果解答全部题目，按得分最高的 5 题计算总分。如卷面总分超出 100 分，
按 100 计算。

1. 假设 X 为 n-维复流形，π : L→ X 为全纯线丛，s 为 L⊗m 的全纯截面
（m ≥ 2），满足 D = {p ∈ X | s(p) = 0} 非空，并且对任意 p ∈ D，存在
局部平凡化，使得 s 的坐标表示 f 满足 d f (p) , 0。证明：

Y := {(q, t) ∈ L | t⊗m = s(q)}

是 L（作为 n + 1 维复流形）的 n-维复解析子流形，并且 π|Y : Y → X
是全纯映射。（注：这里 (q, t)表示 L全空间中的点，q ∈ X，且 t ∈ Lq。）

2. 假设 X 为 Hopf 曲面

X = C2 \ {(0, 0)}/ ∼,
其中等价关系 ∼ 为 (z1, z2) ∼ (2z1, 2z2)。请计算 H0(X,O),H2(X,O) 与
（选做）H1(X,O),H1(X,O∗).

3. 设 X 为 n 维复流形，L → M 是全纯线丛，赋予 Hermitian 度量 h。
假设 (L, h) 的 Chern 联络的曲率是负的（即 Θ = ∑i, jΘi j̄dzi ∧ dz̄ j 满足
Θi j̄ξ

iξ̄ j < 0,∀ξ ∈ Cn, ξ , 0）。证明：“单位圆盘丛”

Ω := {(p, v) ∈ L| hp(v, v) < 1}

是 L（作为 n+ 1维复流形）的强拟凸域，即存在 L 上光滑函数 φ，满
足 Ω 由 φ < 0 定义，并且在 ∂Ω 上满足 dφ , 0 和

( ∂2φ

∂wi∂w̄ j

)
> 0，其中

(w1, . . . ,wn+1) 是局部全纯坐标。

4. 假设 X 是 n 维的紧致复流形，η 是 X 上的全纯 p-形式。证明：如果
下列条件之一成立，则一定有 dη = 0：
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(1) X 是 Kähler 流形；
(2) n = 2。

5. 考虑 CP3 中的光滑超曲面

X = {[z0, z1, z2, z3]
∣∣∣ z5

0 + z5
1 + z5

2 + z5
3 = 0}.

请证明 c1(X) < 0.

6. 假设 (X, ωg) 是 n 维 Kähler 流形，n ≥ 2。证明：任给 p ∈ X，都存在
开邻域 U，以及 U 上实值光滑函数 ψ，满足 ωg|U =

√
−1∂∂̄ψ；并由此

证明一定存在局部全纯坐标 (z1, . . . , zn)，满足

gi j̄(p) = δi j, dgi j̄(p) = 0,
∂2gi j̄

∂zk∂zl
(p) =

∂2gi j̄

∂z̄k∂z̄l
(p) = 0, ∀i, j, k, l.
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