
202109-202201 第02周习题课建议内容

1. 第一周作业题简要讲解.

2. (1)“函数fpxq是p´8, `8q上的周期函数”的肯定语气叙述.

(2)“函数fpxq在pa, bq无下界”的肯定语气叙述.

3. 设fpxq和gpxq是定义在D上的有界非负函数,证明：

inf
xPD

fpxq inf
xPD

gpxq ď inf
xPD

rfpxqgpxqs ď sup
xPD

fpxq inf
xPD

gpxq.

4.【命题】有限个可数集的并集是可数集; 可数个可数集的并集是可数集.
【定义】代数数和超越数的概念. 证明：代数数全体是可数集.

5. 证明fpxq “ sin x ` sin
?

2x, x P R 不是周期函数.

6. 设fpxq是闭区间ra, bs上的单调递增函数, 满足fpaq ě a, fpbq ď b. 证明：Dx0 P

ra, bs, s.t. fpx0q “ x0.

7. 是否存在以所有有理数为周期而不以任何无理数为周期的函数？若有, 给出例子; 若
无, 给出理由.
是否存在以所有无理数为周期而不以任何有理数为周期的函数？若有, 给出例子; 若
无, 给出理由.
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202109-202201 第03周习题课建议内容

1. 第02周作业题简要讲解.

2. 若两数列xn, yn都发散, 是否xnyn和xn ` yn也发散？

3. 计算极限
n

ź

k“1

ˆ

1 ´
1
k2

˙

.

4. 已知xn “

n
ÿ

k“1

1
k
发散, 用极限的定义证明yn “

n
ÿ

k“1

1
?

k
发散.

5. 已知ex ě 1 ` x, @x ą 0. 证明 ln n

nα
“ op1q, pn Ñ 8q, 其中α ą 0是常数.

6. 设 lim
nÑ8

an “ a, 证明 lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` 3a3 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

1 ` 2 ` 3 ` ¨ ¨ ¨ ` n
“ a.

7. 设 lim
nÑ8

an “ a, 试证:

lim
nÑ8

p1an ` p2an´1 ` ¨ ¨ ¨ ` pna1

p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ` pn

“ a,

其中pk ą 0而且 lim
nÑ8

pn

p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ` pn

“ 0.

8. 设 lim
nÑ8

an “ a, lim
nÑ8

bn “ b, 证明 lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1
akbn´k “ ab.

9. 设an ą 0, @n P N 且 lim
nÑ8

an`1

an

“ a. 利用几何-算术平均不等式证明 lim
nÑ8

n
?

an “ a.

10. 迭代数列定义为an`1 “ 2an ´ a2
n, 初值 a0 P R给定. 试根据a0的取值范围, 讨论数

列an的敛散性及极限值.
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202109-202201 第05周习题课建议内容

1. 第03周作业题简要讲解.

2. 设tanu单调增加, tbnu单调下降, 且 lim
nÑ8

pbn ´ anq “ 0. 证明 lim
nÑ8

an, lim
nÑ8

bn都存在且

相等.

3. 证明：收敛数列必有一项等于其上确界或者下确界.(收敛数列必达到其上确界或下确
界.)

4. 利用 lim
nÑ8

ˆ

1 `
1
n

˙n

“ e 证明 lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

1
k!

“ e.

5. 证明 lim
nÑ8

1p ` 2p ` ¨ ¨ ¨ ` np

np`1 “
1

p ` 1
.

6. 设x1 ą 0, xn`1 “
2p1 ` xnq

2 ` xn

, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 求 lim
nÑ8

xn.

7. 设xn是方程
n

ÿ

k“1
xk “ 1在区间r0, 1s上的解(以后可以证明, 对每一个自然数n, 这样的

解是唯一的, 目前先认可该结论.) 证明数列txnu收敛并求其值.

8. 设x0 P R, xn`1 “
x2

n ` 8
6

, 讨论 lim
nÑ8

xn的存在性和取值.【可以先使用蛛网法预测结
果, 然后证明之.】

9. 用Stolz定理证明如下两个结论:

(1)如果 lim
nÑ8

an “ a, 则 lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1
ak D且“ a.

(2)如果 lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1
ak “ a, 且 lim

nÑ8
npan ´ an´1q “ 0, 则 lim

nÑ8
anD 且 “ a.

10. 使用Stolz定理证明: 设an ą 0, @n P N 且 lim
nÑ8

an`1

an

“ a, 则 lim
nÑ8

n
?

an “ a.

然后计算 lim
nÑ8

n
n
?

n!
.
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202109-202201 第06周习题课建议内容

1. 前一周作业题简要讲解.

2. 设xn`1 “ xnp1 ´ xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , x1 P p0, 1q. 证明 lim
nÑ8

xn “ 0, lim
nÑ8

nxn “ 1.

3. 设x1 “ 3, xn`1 “ 3 `
4
xn

, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明txnu收敛并求其极限.

4. 证明数列x0 “ 1, xn`1 “
1

1 ` xn

, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨收敛, 并求其极限.

5. 设a1 “ α, b1 “ β, an`1 “
an ` bn

2
, bn`1 “

an`1 ` bn

2
, n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ . 证

明tanu, tbnu都收敛且极限相等.

6. 讨论数列xn “

n
ÿ

k“2

1
k ln k

, n “ 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨的敛散性.

7. 若存在常数C ą 0, 使得对任意的n P N 都有
n

ÿ

k“1
|xk`1 ´ xk| ă C. 则称txnu 为有界变

差数列. 证明：有界变差数列必是收敛数列. 试给出一个收敛而非有界变差的数列的
例子.

8. 证明: 任意实数数列都具有单调递增或者单调递减的子列.

9. (1)证明：对实数集, 聚点的聚点还是聚点.
(2)构造一个实数集E, 使得E的聚点集恰好是t

1
k

| k P Nu
ď

t0u.
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202109-202201 第07周习题课建议内容

1. 前一周作业题简要讲解.

2. 设xn ą 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 证明 lim
nÑ8

n

ˆ

1 ` xn`1

xn

´ 1
˙

ě 1.

3. 设txnu有界, lim
nÑ8

px2n ` 2xnq “ 1, 证明 lim
nÑ8

xn存在并求其值.

4. 证明: 若xn ą 0且 lim
nÑ8

xn ¨ lim
nÑ8

1
xn

“ 1, 则序列txnu是收敛的.

5. 设xn ě 0, n P N. 证明: 若对任意的数列tynu都有 lim
nÑ8

pxnynq “ lim
nÑ8

xn lim
nÑ8

yn,
则 lim

nÑ8
xn存在.

6. 对非负有界序列txnu证明: lim
nÑ8

pxnq2 “ p lim
nÑ8

xnq2.

7. 证明: 若非负有界序列txnu对任何序列tynu都有下列等式之一成立:

lim
nÑ8

pxn ` ynq “ lim
nÑ8

xn ` lim
nÑ8

yn,

lim
nÑ8

pxnynq “ lim
nÑ8

xn lim
nÑ8

yn,

则序列txnu收敛.

8. 设对数列tanu有 lim
nÑ8

n
a

|an| “ A, 证明: 对任意固定的正整数k, lim
nÑ8

n
a

|an`k| “ A.

9. 设an ą 0, n P N, 证明 lim
nÑ8

n
?

an ď 1 ô lim
nÑ8

an

ℓn
“ 0, @ℓ ą 1.

10. 设an ą 0, n P N, 证明 lim
nÑ8

n
?

an ď lim
nÑ8

an`1

an

.

11. 设an ą 0, n P N, lim
nÑ8

n
?

an “ 1, 证明 lim
nÑ8

n

d

n
ÿ

k“1
ak “ 1.

12. 设an ą 0, n P N, lim
nÑ8

an

n
“ 0, lim

nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1
ak ă `8, 证明 lim

nÑ8

1
n2

n
ÿ

k“1
a2

k “ 0.
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202109-202201 第08周习题课建议内容

1. 前一周作业题简要讲解.

2. 计算下列极限

(1) lim
xÑ0

m
?

1 ` αx ´ n
?

1 ` βx

x
, 其中, m, n P N, α, β P R是常数.

(2) lim
nÑ8

n
ÿ

k“1
sin

ˆ

2k ´ 1
n2 x

˙

, 其中xR是常数.

(3) lim
xÑ`8

`

sin
?

x ` 1 ´ sin
?

x
˘

.

(4) lim
xÑ0

ˆ

a1x ` b

a2x ` b

˙
1
x

, 其中a1 ą 0, a2 ą 0, b P R是常数.

(5) lim
xÑ0

px ` exq
1
x

.

(6) lim
xÑ`8

rxfpxqs

x
, 其中r¨s表示Gauss取整, lim

xÑ`8
fpxq “ 1;

3. 对给定的n个正数a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an, 定义函数fpxq “

˜

1
n

n
ÿ

i“1
ax

i

¸
1
x

, x “ 0. 证明：

p1q lim
xÑ`8

fpxq “ maxta1, ¨ ¨ ¨ , anu; p2q lim
xÑ´8

fpxq “ minta1, ¨ ¨ ¨ , anu.

4. 设fpxq, gpxq是R上的周期函数, 满足 lim
xÑ`8

pfpxq ´ gpxqq “ 0.
试证: fpxq “ gpxq, @x P R.

5. 设fpxq在pa, bq内无界, 证明: 存在点列txnu8
n“1 Ă pa, bq s.t. lim

nÑ8
fpxnq “ `8.

6. 设fpxq在p0, 1q定义, 且lim
xÑ0

fpxq “ 0, lim
xÑ0

fpxq ´ fpx
2 q

x
“ 0. 证明lim

xÑ0

fpxq

x
“ 0.

7. 设fpxq, gpxq在pa, `8q上定义, gpxq单调上升, 且 lim
xÑ`8

gpfpxqq “ `8.
求证 lim

xÑ`8
fpxq “ `8, lim

xÑ`8
gpxq “ `8.

8. 设fpxq P Cp0, `8q满足fpx2q “ fpxq, px ą 0q. 求证: fpxq ” const. px ą 0q.

9. 设fpxq ą 0为p0, `8q上的单增函数, 且满足 lim
xÑ`8

fp2xq

fpxq
“ 1,

证明: lim
xÑ`8

fpaxq

fpxq
“ 1, @a P p0, `8q.

10. 设函数fpxq定义在R上, 在x “ 0的某个邻域内有界, 且存在常数a ą 1, b ą 1使
得fpaxq “ bfpxq, 证明fpxq在x “ 0点连续.

11. 设有界函数fpxq P Cr0, `8q, 且 lim
xÑ`8

fpxq不存在.
证明: Dt P R s.t. fpxq “ t在r0, `8q上有无穷多个解.
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202109-202201 第09周习题课建议内容

1. 前一周作业题简要讲解.

2. 设I, J Ă R是两个区间, f : I ÞÑ J 和 g : J ÞÑ R都是一致连续函数, 证明
gpfpxqq是I上一致连续函数.

3. 设fpxq P CpRq, gpxq在R上一致连续且有界, 证明fpgpxqq在R上一致连续.

4. 讨论下列函数的一致连续性:

(1) fpxq “ cos xp, p ą 0, x P p0, `8q;

(2) fpxq “
x ´ 1
ln x

, x P p1, `8q;

(3) fpxq “ x sin 1
x

, x P p0, `8q;

(4) fpxq “ sin 1
x

, x P p0, 1q;

(5) fpxq “ ln x, x P p0, `8q;

5. 设fpxq在r0, `8q上一致连续, 且对任意的h ą 0, lim
nÑ8

fpnhq D, 证明 lim
xÑ`8

fpxq D.

6. 设fpxq在r0, `8q一致连续, 且对任意的x ą 0, lim
nÑ8

fpx ` nq “ 0, 证明 lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

7. 设I为有限区间, fpxq为定义在I上的函数. 证明: fpxq在I上一致连续的充要条件是

fpxq把I上的Cauchy列映成Cauchy列.

8. 设fpxq为定义在区间pa, bq上的函数,令ωf pδq “ sup
x1,x2Ppa,bq

|x1´x2|ăδ

|fpx1q´fpx2q|. 试证: fpxq在pa, bq上

一致连续的充要条件是lim
δÑ0

ωf pδq “ 0.

9. 设fpxq在R上一致连续, 证明: Da ą 0, b ą 0 s.t. |fpxq| ď a|x| ` b, x P R.
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202109-202201 第11周习题课建议内容

1. 设fpxq在x0的某个邻域有定义.

(1)如果f 1px0q存在, 证明lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0 ´ hq

2h
“ f 1px0q.

(2)如果lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0 ´ hq

2h
存在, 是否f 1px0q存在?

2. 设可微函数fpxq满足: fpxq ě x, fpxq ě 1 ´ x, x P R. 证明fp
1
2

q ą
1
2

.

3. 若函数fpxq在pa, bq上满足|fpxq ´ fpyq| ď M |x ´ y|α, @x, y P pa, bq, 其中M ą 0, α ą

1是常数, 证明fpxq “ const., x P pa, bq.

4. 设fpxq可导, 证明: F pxq “ fpxqp1 ` | sin x|q在x “ 0可导的充要条件是fp0q “ 0.

5. 设函数fpxq在x “ a点连续, 且fpaq “ 0, f 2pxq在x “ a点可导, 求证fpxq在x “ a点也

可导.

6. 设gpxq “ xfpxq, x P R. 求证：若g1px0q px0 “ 0q存在, 则f 1px0q也存在.

7. 求函数fpxq “ xsinpsinpxxqq的导数.

8. 对函数fpxq “

$

&

%

e
´ 1

x2
, x “ 0

0, x “ 0
证明: f pnqp0q “ 0, @n P N.

9. 设函数y “ ypxq由参数方程

#

xptq “ 2t ` |t|

yptq “ t2 ` 2t|t|
, t P R确定, 证明ypxq在x “ 0处可

导, 并求出y1p0q的值.

10. 求方程y2 ` 2 ln y “ x4所确定的函数y “ fpxq的二阶导数.

11. 证明函数fpxq “

#

x2n sin 1
x
, x “ 0

0, x “ 0
n阶可导, 但不是n ` 1阶可导.

12. 设x2y2 ` x2 ` y2 “ 1, pxy ą 0q. 证明 dx
?

1 ´ x4
`

dy
?

1 ´ y4 “ 0.

13. 证明r0, 1s区间上的Riemann函数处处不可导.
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202109-202201 第12周习题课建议内容

1. 设fpxq P Crx1, x2s, Dpx1, x2q, x1 ą 0,证明: Dξ P px1, x2q s.t.
1

x1 ´ x2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 x2

fpx1q fpx2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

fpξq ´ ξf 1pξq.

2. 设fpxq P Dpa, bq, b ă `8, lim
xÑb´0

fpxq “ `8, 证明: lim
xÑb´0

f 1pxq “ `8.

3. 设非线性函数fpxq P Cra, bs, Dpa, bq, 证明: Dξ P pa, bq s.t. f 1pξq ą
fpbq ´ fpaq

b ´ a
.

4. 设fpxq P Cra, bs, P Dpa, cq, P Dpc, bq, 证明: Dξ P pa, bq s.t. |fpbq ´ fpaq| ď pb ´

aq|f 1pξq|.

5. 设fpxq P Dra, bs, fpaq “ fpbq, 证明: Dξ P pa, bq s.t. fpaq ´ fpξq “
ξf 1pξq

2
.

6. 设f 1pxq P Dr0, `8q, fp0q “ 0, 证明:

@x ą 0, Dξ P p0, xq s.t. f 1pxq ´
fpxq

x
“ ξf2pξq.

7. 设fpxq P Dpa, bq, 证明: @x0 P pa, bq, Dtxnu8
n“1 Ă pa, bq s.t. lim

nÑ8
xn “ x0 且

lim
nÑ8

f 1pxnq “ f 1px0q.

8. 设fpxq P Cr0, 1s, Dp0, 1q, |f 1pxq| ă 1, x P p0, 1q; fp0q “ fp1q. 证明: |fpx1q´fpx2q| ă
1
2

, @x1, x2 P p0, 1q.

9. 设非常值函数fpxq P Cr0, 1s, Dp0, 1q, fp0q “ 0. 证明: Dξ P p0, 1q s.t. fpξqf 1pξq ą 0.

10. 【单侧导数的Rolle定理】设fpxq P Cra, bs, fpaq “ fpbq, f 1
`pxq在ra, bq存在, 证明:

Dc, d P ra, bq s.t. f 1
`pcq ď 0, f 1

`pdq ě 0.

11. 【单侧导数的Lagrange定理】设fpxq P Cra, bs, f 1
`pxq在ra, bq存在, 证明: Dc, d P

ra, bq s.t. f 1
`pcq ď

fpbq ´ fpaq

b ´ a
ď f 1

`pdq.

12. 设fpxq, f 1
`pxq P CpRq, 证明 fpxq P DpRq.
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202109-202201 第13周习题课建议内容

1. 计算下列极限:
p1q lim

xÑ0`0
xx;

p2q lim
xÑ0`0

xxx´1;

p3q lim
nÑ8

n2
„

p1 `
m

n
qk ´ p1 `

k

n
qm

ȷ

, m, n, k P N.

2. 设f 1pxq P Dr0, 1s, fp0q “ fp1q “ 0, max
xPr0,1s

fpxq “ 2. 证明 inf
xPr0,1s

f 2pxq ď ´16.

3. 设f 1pxq P Dr0, 1s, fp0q “ f 1p0q “ 0, |f 2pxq| ď |fpxq| ` |f 1pxq|, @x P p´1, 1q. 证明:
Dδ ą 0 s.t. fpxq “ 0, @x P p´δ, δq.

4. 设有界函数fpxq P C2pRq, 证明: Dξ P R s.t. f 2pξq “ 0.

5. 设fpxq P CnpRq, 且存在常数M0, M1使得 |fpxq| ď M0, |f pnqpxq| ď M1, @x P R. 证
明DM ą 0 s.t. |f pjqpxq| ď M, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1, @x P R.

6. 设fpxq在p´8, `8q有界且f 1pxq于p´8, `8q一致连续, 证明f 1pxq在p´8, `8q有界.

7. 设fpxq P C3pRq, 且Dθ P p0, 1q s.t. fpx ` hq “ fpxq ` hf 1px ` θhq, @h P R. 证
明fpxq是一次或二次函数.
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202109-202201 第14周习题课建议内容

1. 设fpxq在ra, bs连续, 在pa, bq二阶可导, 且|f2pxq| ě m ą 0, fpaq “ fpbq “ 0, 证明:
max
xPra,bs

|fpxq| ě
m

8
pb ´ aq2.

2. 设P pxq是多项式, 证明：
(1)若ppxq ` p1pxq ě 0, x P R, 则ppxq ě 0;
(2)若ppxq ´ p1pxq ě 0, x P R, 则ppxq ě 0;
(3)若p3pxq ´ p2pxq ´ p1pxq ` ppxq ě 0, x P R, 则ppxq ě 0.

3. 设´8 ă a ă b ă `8, fpxq于pa, bq凸且有界, 证明: lim
xÑa`0

fpxq, lim
xÑb´0

fpxq都存在.

4. 设fpxq于pa, bq凸, 证明: 对任何rc, ds Ă pa, bq, fpxq于rc, dsLipschitz连续.

5. 证明凸函数的不可导点可数.

6. 计算下列积分:

(1)
ż

e
?

x`1 dx;

(2)
ż

dx

x2
?

x2 ` x ´ 1
;

(3) I “

ż

sin3 x

sin3 x ´ cos3 x
dx, J “

ż

cos3 x

sin3 x ´ cos3 x
dx;
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202109-202201 第15周习题课建议内容

1. 设fpxq P DpRq, fpx ` yq “
fpxq ` fpyq

1 ´ fpxqfpyq
, @x, y P R. 求fpxq.

2. 设F pxq是fpxq在p0, `8q上的一个原函数,且F p1q “

?
2π

4
, fpxqF pxq “

arctan
?

x
?

xp1 ` xq
, @x P

p0, `8q. 求fpxq.

3. 计算下列积分

(1)
ż

x arctan x

p1 ` x2q2 dx;

(2)
ż

x tan2 x dx;

(3)
ż

lnp3x ` 7q

x2 dx;

(4)
ż

lnpsin xq

sin2 x
dx;

(5)
ż

dx

xp1 ` x8q
;

(6)
ż

dx
?

ex ´ 1
;

(7)
ż

sin x

sin x ´ cos x
dx;

(8)
ż

dx

x4p1 ` x2q
;

(9)
ż

1 ` cos x

1 ` sin x
dx;

(10)
ż

xex

?
ex ´ 2

dx.

(11)
ż

exp1 ` sin xq

1 ` cos x
dx;

(12)
ż

e3x ` ex

e4x ´ 10e2x ` 1
dx;

(13*)
ż

1 ´ ln x

px ´ ln xq2 dx;

(14*)
ż

x ` sin x cos x

pcos x ´ x sin xq2 dx;

(15*)
ż

x2ex cos 2x dx;

(16*)
ż

exp2 ´ x2q

p1 ´ xq
?

1 ´ x2
dx;

(17*)
ż

p1 ` xq dx

x2exp1 ` xexq
;

(18*)
ż

x2 sin2 x

px ` sin x cos xq2 dx;

(19*)
ż

x2

px cos x ´ sin xqpx sin x ` cos xq
dx;
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